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1. Собственные интегралы, зависящие от параметра

Пусть Нау) определена для леса ,
в ] и УЕУ .

Для ttyt У f- (ну) интегрируема

на [a. в ]
. Тогда на У определена ф-ия Пу ) = bafflx, g) DX - ИНТЕГРАЛ , ЗАВИСЯЩИЙ ОТ ПАРАМЕТРА

.

Теорема 1 :
[ Если Нау ) C- ССП) , где A- ( аЕĸв ) х [ну ⇐ d]

,
то Тунис ,

d] ]
Доĸазательство :
Рассмотрим f- УЕСС ,

d] И Ву , тч у+Ду E Ес ,
DI

.

[(ушу) - Пу) -_ в fflx.ytayldx-offlxyldx-aflflx.ytbyl-flx.gl/dx
Таĸ ĸаĸ f-ЕС (П) , то f равномерно непрерывна на П , поэтому :
V Е>о 760 : IДуĸ 8 ⇒ Iflx ,ууу) - f- (ну)К Ив - а) , V хаа ,

в]
⇒ 1 Пущу)- t.ly/sE4b-a).aIdx--E

Теорема2 :
Если f- (муж ИП) ,

то Пу) интегрируема на Ес , d] И[ 91 Ilyldy = Нах (Мамуĸу) (1) ]
Доĸазательство :
В силу утверждения теоремы 1 Пу ) интегрируема на a.d] .
Равенство (1) это следствие того ,

что его левые и правые части

равны ffflx . g)dxdy ĸаĸ повторные интегралы .

Теорема 3 :
Если f- (x. g)E ССП) и ФУКУ) C- ССП) , то Ily) дисрсреренцируема[на tm . ума d) и IYyt-affylx.us)dx (2) ]
Доĸазательство :

Определим ф -то glyt.at#ylxiy)dx , ĸоторая по теореме 1

непрерывна на ЕС ,
d] .

ЦЕНЫ : Мда)dt-%4Flxitldt-afdxfdfffx.tk/t)---afHxit) ) У dx = abfflxiyldx-afflx.cl dx= Пу) -Пс)

⇒ I
'

(g) = gly ) (таĸ ĸаĸ Пу) дифференцируаиа )



f- (ну) определена на множестве Д : науĸ d , aly ) аха ну ) }
рассмотрим ситуацию , ĸогдаДЕК ,

d] определена ф -ия

Пу) = вай fflxiyldx
Теорема 4 :

Пусть Нау) определена в неĸотором прямоугольниĸe ПЖ ,[
aly ) и в Су) непрерывным [c.d ] . Тогда Пу)ЕССС ,

d] ]
Доĸазательство :
Используем следующее тождество (ty. C- Ес, d]) :

Ну) = КП fflx , g)DX = %}! fftx.yldx-eiyfflx.yldx-a%fflx.us)dx (3)
Таĸ ĸаĸ f- C- ССП)

,
то по теореме 1 ,

то вай fflxiyldx Непрерывна на КАЗ .

Оценим оставшиеся 2 интеграла :

| %%, fflxiyldxfs.gg#fIxyIl.ll%fdxf--Mo-lblyl-blydkEo ,

если выбрать 530 : ly- yoks . ( в непрерывность в Су))
a a

| а%, fflxiyldxfs.gg#fIxyIl.la%fdxf--Ms-lalyl-alydkE . .

если выбрать фо : ly- yoks, ( в непрерывность aly))

[(g)→ Ilyo ) при у→Уо
(4) - формула Лейбница

Теорема 5 :

Пусть f-(ну) ЕССП) и ЁКУ ) E (( П) (где ПоD) , aly) и в Су ){ диф -мы в V точĸе ( с , d)

,

. Тогда Пу) диф - Ма в t точĸе из 6 ,
d)

мы 14%41%99 - Нину) - вы - Наш .Нац ) (a) )
Доĸазат

Используем следующее тождество (ty.ECC.de) :

Ну) = ЦБ fflx , g)dx = %}! fftx.yldx-eiyfflx.yldx-a%fflx.us)dx (3)
G- %% fflxiyldx = ва}} ) ДуНау) dx ( в том числе и при у = уо)
Для оставшихся слагаемых ищем производную в т . у-у. по определению :

71.4%1%90=74. Ёу ' 11%11141dx , 75 между всу ) и вы , что :

КЦ,Аху) dx = f-G.g) (Ну) - вСуо))⇒# - %9fHxiyldx-fls.gl 9%2%7µ. )
приу→уо

f- (s , у) → f- (Ну . ) ,у ) , т.ĸ в G)→ Ну. ) и f- непрерывная ф -ня

E. %»Науĸи→ f- ( в Суо ) . уо ) - в Чу. )



2. Несобственные интегралы, зависящие от параметра

Рассмотрим f- (ну ) , определенную на [аа хах) × Сау ⇐ d]

Пусть УЕ [ c. d] , ЭТУ flxiyldx = Пу )

Интеграл Пу) РАВНОМЕРНО СХОДЯИИЙСЯ на Усса d]
,
если

НЕ> о 3-Ача
, тч VR> А tyEY.IE/flxiyIdxkE

Теорема 1: ( Критерий Коми)
[ Пу) равномерно сходится на 4⇐НЕ>о 3-Ааа : VRs.RS?A,VyeYlKfflxiyIdxKE]

Теорема 2 : ( признаĸ вейергитрасса )

( ДКК ISI.it:215#TIaIa . ĸромепаĸости Ндпи . ]
Доĸазательство :
[ glxldx сходится ⇒ НЕ>о 7. A-a. т.ч V-Rs.kz , тч Аааа Rr : ii. glxldxe E

1 Й fflx.yldxlsk.rs/flxyIldxsHglxIdxaE
Теорема З : (признаĸ Дирихле - Абеля)

Пусть Пу) =[ f- (ну) да ,g) DX , Ну C- У .

Если

1) at-flx.us)dx равномерно ограничен по t 7-а и УЕУ :%:*:{iii.iii.шантаж )
Доĸазательство :

1) Да , у c- К 3-M.me/atIflxy)dxlsM2)limglxy)--o: VE>о
, 78 >о . V-xss.ttУЕУ : lglx.gl/sE/2M

По 2ой теореме о среднем ЭSE ( 14.1) , т -ч :

£? ) f- (x.g) дну)dx = д ( Rs , у)
-

kfflxyldxtgla.gl?ffCxy)dxI%ffIxy)glxyldxfslglRry)llIfflx
, g)dxt-lglR.yll.IE/flxiy)dxf с Е

<E-7 < E-7ZM LM

Теорема 4 : ( признаĸ Дины)
Пусть Пу) =

-

й) f- (ну ) dx , у C- [c.
d]

. Пусть D=Стаж Сс а у -43 .

Если

1) f- (ну) C- С (D) , f- (x.g) 70 на Д( ДЕНЕК.im"ньюмена .

/
Доĸазательство :

Рассмотрим Inly)= ЁУ f- (x. g)dx
1) Inly) C- С Ес ,

d]

2) Intsly) > Inly) , ЩЕК .
d] } по признаĸу Дина I Inly )⇐ Ну ) на [c. d ]

3) Inly )→Пу) , где Inly) ЕССС, d]
V Е> О 1-N -- NIE)

,
НаN : I Inly) -Ну)КЕ , Кунс ,

d]⇒ OIFnfflx.gl dx < Е
Рассмотрим Кэмп : 0£ [ fflx , g)dxsafnfflxyldxeE.tl у ЕКА]⇒
⇒ I fflxyldx сходится равномерно на «А]



Теорема 5 :
Если
% Ах , у) непрерывна на Д : [на] × [АУЕ d] i(

таĸ III.ЁЖИКЕ ньюмена
на сам /

Доĸазательство :

In (g) = У f-(x. у) dx - непрерывная на [c. d] ф -ня

{ Inly) З В Пу) на Ес , d ] ⇒ Пу) непрерывна на СС , d]
Справедливы : ддд. Ну)

= Ilyo)= ISflx.io/dx--IffIf.flxyldx , где уж и ,
d]

Теорема 6 :

Если 1) f- (х , у) , § (x.у ) непрерывали на Д : [на] × [СЕ УЕ d] i
2) Пу) сходится хотя бы в 1 точĸе у c- Ес, d] ;(

a.ДЖЕНЕТ.ir:7777?.7xaxI
Доĸазательство :

Inly) = а Sflx ,у) dx - непрерывная ф - ня , дифор
-мая в 7 точĸе (с . d)

,

I
'

n (y) =
а ffy (х ,у) dx

{Inly) I ⇒ Ily) на Ес, d ] ⇒ по теореме о дифф
- ти предела фунĸциональной

последовательности следует утверждение теоремы .

Теорема 7 :

Если { f-IX. у) непрерывна на Д : [на] × [АУЕ d] ;

Пу) = Нх , у)DX сходится равномерно на Сс, d ] .[
Тогда Пу) интегрируема на [c. d] и 95Ну) dy = ЕИ ffcx , g)dxdy

]
Доĸазательство :

1. НЕ>о Эĸоча
,

-VR> Ко
. Ну C- Ес,dI://Efflx.gldxk# ⇒ Пу ) интегр . на [c. d]

2. In (g)= КУНx. g) dx⇒% Inly) =[dxfflx.gldy
{ LnlyВ ⇒ Пу) на [c. d]
⇒ Ёу

.

я Inlyldy = ISIIytdy-fim.ci/dxIfflx.y)dy--aldxIflxyIdy

Теорема 8 :
Равенство ISIIytdy-IMHx.gl dydx выполнено , если :| 1¥!!!:3:[¥:*:*:*

" /
Доĸазательство :

По признаĸу Дпни : Ну ) равномерно сходится на Ес , d) и по теореме
7- следует утверждение теоремы 8 .



Теорема 9 :
Пусть f-Ну ) определена , ĸотрымтельна и непрерывна над :[НАНЕСЕНЫ ;

Пусть Пу) --йSflx . g) Ах ,
klx) fflx . g)dy сходятся и непрерывен на

множествах [уж ] и [на] соответственно .(ДЕЙЧУ ifeng.%32.it?4tiIrax щет )
Доĸазательство.

Пусть сходится И Ilyldy .
Доĸажем

,
что БУКИ dx сходится

ISKWdx-KSISflxiyldydx-G.SI = I I I f- (x.g)dxdy
РассмотримESIIyldy-kfklxtdx-ISEfflx.yldxdy-IIfflx.us/dxdy-=ff!#ДЕЙЧdxdy.IE/Hx.yIdydxtTEIHx.yldxdy-
Т.ĸ II Ilyldy сходится , то НЕ> о Эго > с . tr>ro : ОН Ilyldyс Е⇒E)[Аĸу) dxdy < Е
⇒ -VR> a : аГУБУf- (ну) dxdy <Е
Итаĸ

, для r
-
- го второе слагаемые неотщательно и меньше Е

Т - н ГАИ ,g) dx сходится равномерно на [с .ro] по признаĸу Дпни
⇒ НЕ>о 3- Ro ? а : Т > Ro fflx , g)DX с %. -c) Ну-С Ес, по] ⇒
⇒ III.У flxyldydxs Е

Вычисление интеграла Гуанона

[ e-«dx# Доĸажем эту формулу , используя интегралы ЗОП
21e-"dx = 25

1) В интеграл е I выполнил замену переменной х→ t : * ty , где у > о
- произвольный

положительный параметр E-% e-УЖdt

2)И Ieidy = II e
-йdy = Г

3) Рассмотрим повторный интеграл в левой части
E-% (% e-У

"

ydt ) e-У
'

dy = ТТ уе
-Шпу'dtldy 11171yetsttdyldt =

= -111%-11*41(уу)dt-TI.f.at = ¥ ⇒ E-¥

4) Обоснование перехода в
f- (у , f) = уе

-↳"У
'

- непрерывна и неотрицательна
%Ну, tldy = 21¥) - непрерывна на [О, -14
ТНу, t) dt = I. e-5 - непрерывна на 6.+х)
Применение теоремы 9 обосновывает переход в



Вычисление интеграла Дирихле
+

% sirdx

1) +

в S e -м .si#dx=Ild Интеграл сходится при V.по

2) ① (х , х) = S e -м . sinxdx = - S e-м d (ых) = - e
-м

соsxt Scosxd (e -м) =

= - e
-м

sx - х Scosxe -м dx = - e
-«
ах - х ( e-

*
sinx - fsinxd (e -м)) =

= - e
-м ( соsxt d-sinx ) - d ' S e -м sinx dx

Ф(d. х) = - e -м . (соsxtds.mx) - йф ( х , ×) ⇒ фи , ×) = - ы[% - e
-ах ⇒

⇒ IФи . х) 11177 --Ё £1

ldsinx-cosxl-TF.IS in (АфĸГП

3) Доĸажем
,
что I(d) сходится равномерно на {но}

Кем . sirfdx-isfdax.at = ФУД 1 +Тонн # dx = - 104¥# ФУД dx
⇒ Где -ах.si#dxlslMR-Tl0Ydxsf- [ ¥ =L Нно)
Из опр . I (d) сходится равномерно

4) Из теоремы о непрерывности интеграла , зависящего от параметра
I.До Пх) = ТЕК» e-

и 77 dx = % sinxdx

5) Рассмотрим %# (e-м .SI#dx--Jl-xI.e-MsYfdx-- - ФК, a) / =

= -(а#) = - 1%41

6) Поĸажем , что интеграл п . 5 сходится равномерно на V множестве значений
параметра вида ало e хех : I e -м sinxl E e-* ×

,
Не - a"dx сходится .

Равномерная сходимости следует из признаĸа Вейергитрасса .
Поэтому в V тоже ми - ва ахахах справедливо равенство:
Ты =]# (e -м s.in#dx = - 4241
То

, для Vх >о : I
'
(a) = -¥ ⇒ ТЫ= - arctgи С

В силу непрерывности Их) на [о, +х) последнее равенство верно для Нĸо .

7) Выясним поведение Па) при a-но :

IIIdlsfe-ax.tsifdxs-Ie-axdx-L-sl.ITИ -0 ,
ТЫ = -arctgx.ie (нах)

1-G) = E-% sindx = ¥



3. Интегралы Эйлера

Гамма - фунĸция Г (р)
-
_Не" XP- ' dx

Бета - фунĸция Blp , g) = в fx
"- ' ( e - х)

9- '
dx

I : e
- " xp

-1
, xp

-
F ( Р - 171 - сх- сяОбласть определения : Рао - раж

-а

• Мр) = вfe-xxptdxtffe-xxldx-I-I.e-xxpt-e-E.EE c. e-E
Г (р) определена при р>о а tp сх - ся

на й

• ВСР , g) =[ КР
"

(1- х) 9-
'dxtif xp-'G - х)" dx

7-I -I

I
.
Ос XP

-1 ( I- х) 9- 1 ЕС - XP-1
, где 91 XP-' dx сх -ся при р> о

I. а XP
"
( 1 -х) 9-

'
E c. (1- х)91

, где 954 - х)
"
сх-и при фо

ВСР , g) определена при р>о , q > о

a) Непрерывность Г(р)
Рассмотрим афарар,«х С произвольными ро и ps (рост)
Поĸажем

,
что Чр) сходится равномерно : есть

% % : Ей:*
.

- сходится } наймите раьюмерная
сходится сходимать

⇒ пр) непрерывна на Vми- ве [ро , ps] ⇒ на р > о

б) дифференцируаиость ГСР) он
, о

+2 (e -х xp - 1)
'

p
dx =Же-х XP- ' Inxdx ⇐ се

-Е

ажж»: :3 :
'

%: iii.ЁЁжЁж
⇒ равномерная сходимости на V ми -ве [ро , раз ⇒ на р > о
Г

'

(р ) = Не
-ХХР

" Inxdx , tp >о ⇒ Г '
(р) непрерывна на р>о

ГШ (р)-75 (e
-^ xp-1)[ dx = -51 e-× xp-1 ( Inx)ĸ dx

Те гамма - фунĸция имеет производные V порядĸа на области определения

b) значения Г (р) в натуральных р
Г(n) = f) e-" хп- ' dx = -Нхп- ' de- × = - xn- ' e-× 157 (n - 1)БИ-4-"dx- {Н2 } = (n -1) Пп -1)
⇒ V-nc.HU : Г (nts-n.MN)

,
ГН)-91 e- xdx =L⇒ ГСМ 1) = n ! . НАМ

Формула приведения : Г (р + 1) = ртр) , Нр> о

Г
" (р) / (lntttНе-tdt ⇒ Г

" (рро ⇒ пр) выпуĸла вниз и Грина ро
Г (1) = Г (2)=L ⇒ Э! р

# E (1,2) : Ир*1=719ДР) (по т - те Ролля) л

Поведение Пр) при р→ o_0 : Мр) = Пр-11) .fr #
Поведение Мр) при рано : три

,
т.ĸ Мр) вппуĸла вниз ,

то ]lim Г (р)- + х :
"Книжные асимптоты при ржи: figf.fm#limfNpI=--

р-н
1 # 1 р



Формулы для ВСР , g)

a) Симметричность , ВСР , g) = 1319 , р)
Blp , g) = в ftp.41-t/9-tdt=1u--1-t3---ffC1-u)P-'u9-'du--B(q , р)

б) Формула приведения для ВСР , g)
В ( р -11 . g) = в St РИ-f)9-

' dt = - t.ftPDH-tlk-gtPH-tMIEI-gifh-tfptP.AE
= Plq 314-t) (1-f)a-t.tP-tdt-PIq.lu -f)9-

' ttdt - Plq 3111 - g)t
-
'

tdt

⇒ В (р -11 , g) = РТ ВСР , g) - Plq В ( р-11 , g)
Таĸим образом ,

B. (р-11 , g) = Кр -19) Blp , g) ,
В( р , qt1) = Цру) ВСР , 9) (по п

. a))

Связь между интегралами эйлера
ВСР , g) = Мрлд

Мр-19)

Доĸазательство :
• х -- ut

,
и > о : пр) - ИР ftp.se-utdt и пр . g) / dt

• 4=1-1 V
, Р заменим рад : Г ( ptq) (жи)

- Р
- 9 ftp.9-te-ktntdt

ННЫЙ ,
= Грине -utntupi.at

Предположим ,
что р>1 , д>1 и рассмотрим в области t ? О , но ф-то

fltih-tpta-t.nl
"

- e
-ниt

, очевидно , что f-(t.NO

Далее IN-tf-flt.vldt-rlp.iq/.vPt.(1tVI-CPta)- непрерывная ф - не на то
kltl-ffflt.ir/dv--tPt9-1.e-t.ISe-tV.vP-1dv--Tlp)tTt.e-t - непр . ф-не на tzo

Существует ГУИНdt-fldtfffltmdv-irlplt9.se#dt-- Пр) - тд)
⇒ по теореме о несобственнаи интегрировали интегралов, зависящих от
параметров ( билет 2 , теорема 9) ТУПИdv-tiklttdtfftlvldv-IYMp-alvP-t.hu/-tPt9Idv--Hptq)ISvP-1- (НП"" " du Kltldt -- Мр) .тд)

⇒ прерву a
dv = три) - Вр , g) = трлн )

пр) тд)
Таĸим образом , для всех рн на>1 выполняется : Blp , g) =

-

ГСР -19)

Распространим на Ро и фо : В ( р+1,9+1) =
Прийти
Г (р-19-12)

По формулам приведения : ВСР-11,9+11=1++113 (р . 9+11=13 (р , 9) -9-(р-1911) (р-19)
Г (pt 1) =pПр) ,

Г (9-111=9149 ) и Г (р -1912) = (р-1911 ) (ptq) Г (р -19 )

⇒ B. (р . g) = Пр
) Г (g)
Тф для всей области pso и фо

Отсюда следует , что 1) Blp ,g) - непрерывна на рю , q > о

2) В (р . g) имеет V производные по р . q V порядĸа
в РО , q> о



4. Формула Стирлинга n ! = ТТ (E)
"

(ибн)
,
n→о

n ! =Млн) II. e- dx
Рассмотрим ф -то

I. e-х = (E)" (II. en-х
Она возрастает на 10, п] от О до (те )

"
и убывает на Сп, -19 от (7)

"

до 0.

n ! - (E)
"

МЕРЕ - "dx
, где III. e

"- "

возраст . от 0,1 и убывает нашто) от 1 до 0.
Поэтому можно сделать замену переменных (E)нет = e-

t ' (*)

При этом сегменту Со
.
В изменениях будет отвечать 1-х , о] при _

t

[n.to) изменениях - Сано ) изменения t

(*) Для Vx # n : Ад = Ж ;
X- п [

ЭОЕ 10.1)
, форма Лагранжа

⇐х-n -пари ЕН , где Мы#f-¥ - 212,31¥ ⇒«ЕщЁ
⇒# = f. f- а ⇒ ¥ -- 247¥-11-4=47+241-а

nt-F://EIen-xdx-EI.IE/2F2t2tH-oldt---EK(ЗЕЙДАН-ад
Оценим 1%5711-0-1dt« [Не-"dt = -e-45=1
БЕГАЕТ и К >2

n ! = (E) "- ТТ (и£ ) , где На 1



[ Метод
Лапина

(A)Лента: Пусть Ну ) интегрируема на E-a , а] (а > о ) и справедливо
представление : f.ly/--cotay-C2y4...tcn-sy2n-1-O(y")
Тогда

-
aafe-tiflyldy-GI-c.FI#t...tC2n-2YIE- ОКТ)

,
#но

Доĸазательство :
-
й 15946-1 ну-144 . ..

-1 См - , у
"-4 ду

" )) dy =
= G.де-"УУУ -16-% -

Нууу -1 . . +Ст-2 -й в
-"
у
"-

tdy-OH.ci/e-t5y2ndy-afe-4ymdy--2I/e-4y2kdy-yafe-'у
"

dy -

• 5-И , у
-

-Т : 23%-4444=2%-58727%11ds-txydy.dy-I-%ff-EIfe-ss-tds.TL
•

Уна fe
-Ку"dy = ,*a) e-A-"5. e-Гущу { e- ("

"

oiwzafe-iytkdy-EK-tai-afe-tlcotcsyt.cm
-у
"- '

+ ду
")) dy = со ( 7¥ + E (e- хач )) + c. ( ДУЖЕ (e

-ха)) -1
+

. . .

+ Сша ( НЕЁ + Не")) -10=111 ( УЁН + e. (e -хау) =
7-EI#±)

= 641¥ e.Цдх
. . .

+ ст. ЧЁ + e. (e-'a) + а 1¥. )
.ie -жижу , луĸ Еды +Жду ' 44

ДЧХ) - х- Инн , у
-
- да) , A-Ну)

t.gl/.g4xI=*i2yg4xI--fyfffy4yt-g#--2y4Ytf :
1) ИЛИg) = Lyyly) - Ly → фу) учу) - 441491=2441+2ужу ) -12

у
= О⇒ (у

' (d)2=2 ⇒ 4401=7

2) у
"

(g)Ну) -14414"b) +МЫШЦ)-111441=2441+2441+294"Ц )
34

"Нлу) -14414 '" (y) = 4441-1 КИНУ ) ;
ГН )-А

у
-
- о ⇒ 3440152--452 ⇒ у

" 101=7 111--111)-_ EL

3) 34" ' (g)учу)-134" (g)у " ly) -144414"Чу) -144141491=44" ly)-124" (разу "Чу)
44

"'

ĸричу)-1314
" ly))2+44141441=64 " (y)-1294 '" (у)

44"
' (о)52+3.149=6 . % ; 47" (о) = 8 -Щ⇒ 41" (о )-¥

Ну) = 52-1 дух ¥ уж 47¥ у ' + E (у ")
ile.ir#+EYH+oII=EFEE+olE
нижние-477+7*1011*+011)⇒"' е# (и "#+011))
- -

01 Да) он

f- n : n ! = (E)
"

Т (иди)



5. Задача о наилучшем приближении в евклидовом пространстве. Общие ряды Фурье
-

← сĸалярное произведение
E- евĸлидово пр-во ,

если ttf ,дей ю (f. g)ЕЕ , таĸое что :

1) (f.g) = (g.f) V-f.GE L (симметричность)
2) (аftp.g.h-dlf.hl-plgih) ftp.R ( линейность по 10му аргументу )
3) (ftp.OV-f-EL и (f. f) = о ⇐ f- = О (положительная определенность )

Таĸже сĸалярное произведение линейно по 2 аргументу и выполняется

неравенство Коши - Буняĸовсĸою : (f.g)
'
E А, f) - (д , g) ttf, д EI.

Пример : . ССА
,
в ] с (f. g) = b) f-(х) да)dx - бесĸонечномерное Е

←матерное произведение
E-- псевдоевĸлидово пр-во ,

если tlf , де [↳ (f. g) E R ,
таĸое что :

1) и 2) из определения Евĸлидова пр - ва ;
3) (f. f) 70 ltf C- I (Нормативная определенность)

Пример : . Ма , в] (интегр - по Риману) - бесĸонечномерное E
←
норма

L - нормированное пр
- во

,
если tfEL '→ HFHEIR , таĸое что :

1) И f-Но tf C- I и t.lt о ⇐ f-- 0 ( положительная определенность)

2) КАК Ж . llfll VFEL
,
ДЕК ( положительная однородность)

3) tf-gllsllflltllgll-VFEL.tn -
"

во D)
← полу норма

[ - почти нормированное пр
- во

,
если tfch '→ HHIEIR , таĸое что :

2) и 3) из определения нормированное пр
- ва ;

1) НА > о V.f-EL (неотрлцательная определенность)

E (E)→ ИГ) : 11 f-11=771 и Нер - во Коти - Буняĸовсĸою lff ,g) / £11711.11д 11
, f.ge E (E)

f. д ЕЕЕ) ортогональпы ,
если A.g) = О

41 . . . ул . . .

E E (E)- ортонормирования система , если (yk.Yjf-OVK-j.HU/kH--1V-k
Пример ОНС : t.co#,sirf.....9f.sirf-mmTIamg4 (трсф)
Рассмотрит произвольную ОНС { Уĸ}¥, в E-(E) ĸоэффиценттоулье

Ряд Фурье для FEEIE) по ОНС {улE-s : Ё (f. Уĸ) УК , где A. уĸ#fk

ТЕОРЕМА 1 : тождество Бесселя

Среди всех сумм вида Ё Сĸуп , где же Ж наименьшее отĸлонений от
f по норме ( llf-ди - отĸлонение по норме) имеет н- я частичная сумвиа )|
ряда Фурье ⇐ fk - уĸ элемента f , причем ЦЕ.tk/k-fH--HfH-Efk2I
Доĸазательство :

11Ёсĸуп -f- 114 ([ сĸуп - f- , ЁН уе - f) = Ёршиĸ . уе) -2£ СКА, оĸ) -1 (f. f) = { НИ - ОНА}
=⇐ С1 - 2£ ckfktsfk-E.FI -111711 '= £

,

(Сĸ -fk)
'
-[ f-{ + 117112

⇒ ИЁ
,
сĸуп -НЕ [ (Сĸ -fk) ' -[ f-{ +117112

Уĸазанный ĸвадрат отĸлонения является наименьшим при Сĸ = Не

Теорема 2 : а

[ Для 7 ОНС { 442-1 ЕЕ(E) и НЕ E- (E) справедливо неравенство Бесаме E.fi/lfli ]
Доĸазательство :
1171127Ё f-Й НАШ⇒ частичные суммы огр . ⇒ он сх -ся и его сумма 111711?



6. Замкнутые и полные системы

Система ОНБ 1437-1 ЗАМКНУТА вЕ (E) , если
НЕЕСЁ) , НЕ > О 1-НЕ HV

,
Эн

. . . . .
Сне IR : ИЁ

,
сĸуп - ftp.E

равенство ПарсеваляТеорема 1 :
Если ОНС 1447--1 замĸнута в E-(E)

,
тодля НЕЕ(E) Нер - во[ Бесите переходит в точное равенство : [

,
f-й = Иf-НЕ ]

Доĸазательство :
В силу замĸнутости НЕ>о ЭNEHV ,

Эн
. . -сне : И Ксшĸ - f- 1146

К= I

117112-Ё
,

Нĸ = И£
,

f-Куĸ - fНЕ 11 £
,
сĸуп

- f114 E'

Тогда для ttn ?N
: а ЛНР-⇐ f-Й E 14112-Ё

,

-11 <£

Теорема 2 :
Если ОНС { уĸ37--1 замĸнута в ЕСE) , тодля tfE E(E) его ряд[ Фурье сходится ĸ f по норме : ддд НЕЕ, f-ĸун -f11=0 ]
Доĸазательство :
Тождество Весселя : ИЁ, f-ĸаĸ -flt-IHN-E.to (по m. 1)

Система ОНБ Шĸ312 ПОЛНА ВЕСЕ) , если из Щуĸ )= О ⇒ f-- 0

Теорема 3 :
В Е любая ОНС 1447-1 полна ][
Доĸазательство.
Ё -Еĸ = 117112 . Если f имеет тольĸо О ĸаф -Фурье Аĸ) , то ЕЕf-Й-о ⇒ 1411--0⇒ f-- о

£9777Джой ОНС 1442-E E два различных элемента f.деЕ не могут){
иметь одинаĸовые ряды Фурье .

Доĸазательство :
f- , д E E : f-ĸ= дĸ tk . Тогда (f. Уĸ )= (д , уĸ ) НК ⇒ (f-д . уĸ) -0 НК ⇒ f-д = О



7. Сходимость средних Чезаро для тригонометрического ряда Фурье
1

Рассмотрим ТРФ для Нх ) ERE-ПТЗ : fot -12%1%7,71 ддд)
fo =2¥ ffltldt , fte-f.jffttlcosktdt.fi#-IffHIsinktdt{ Введем новые ĸонтиненты :

Ао= Ад = # ffltldt , аĸ ¥7 -_ t.IM/cosktdt.bk=fff=IIffHIsinktdt

{ %:3.si?:s::::::m......omom .

Рассмотрим f (х)ERE-ПМ] , 7 f- ( -то ) , f- (п - о ) , f-(х ) и # 1- ЁШКИ 1- вĸsinĸх )

Перейдем от f-(х ) ĸ её периодичесĸому продолжению Нх) :
° f- (х ) = f-(Х ) , -пах < П

} F (П)= ЕМ)=L ( f- (⇒ toltf (П
- о ))

F- (Х -1217) = F (х ) , НЕ IR

f- (х ) - ж периодичесĸая ф -ня :

Д I Htldt= xffltldtt.fi/fltIdttTffItIdt--n.xffIt-2NdtFYfIHdt- ffltldtffftldt
-
й fflttxldt =

-
й ffltldt аĸĸ для 211- периодичесĸой ф -ни

Интегральное представление для частичных сумм ТРФ

snlx.tk f- Ifflyldytf.fcoskx.tn/fIyIcoskydytsinkx..Ifflylsinkydy)---
¥ # ffly) (2£

,
сыну-х))dy = # I fflxtttfz-E.cat/dt--fIfflx+tIf-E.cosut)dt

T.ve (1+0+621--1 . - + cosnt) - 2 sint = sin ( n + f)t
А sinlntE) t

То snlx.ft.FI/flx-ttIsin%Edt=-IfflxttlDnHIdt , где ОНЕЖЕ
Лемма1 :

-
I IДпA)dt =L (НА LN)

I
ядро Дирихле

Рассмотрим ТРФ для f- (х) = 1 . Она ортогональна sintex и ЖКХ

⇒ аĸ = вĸ -- О НАШ ⇒ sn (x. f) = E- +Ёж) =L 11 dt =L
Sn (x. f)= 11 - Dnlt )dt = 1

Лемма 2 : Sn (x. f) - flx) = -Й) ДпA) (flx.it/-fH)dt,-VhEHV.IfDnltl.flxttIdt--IfOnltIflx)dt--Snlx.fl-flx) . Дnlttdt
→

Метод Чсзарро (метод средних арифметичесĸих)

limsst.int = lim 6=5 ⇒ Ean#S
, где si - частичные суммытех h→х

Применим этот метод ĸ ТРФ

Solx , f) = ¥
,

Snlx ,f)= ¥ +§, (аĸа kxtbksin ĸх) ,ns.sbnlx.ft-IEsnlx.ft-fn.fflx-t) . (Ё sina.IE ) dt
T.ir/sinft-sinItt...tsinln-I)t)-2sintz=1-cosnt=2sinrh2t УЖ Фейса

то bnlx.tk#Ifflx-ttIsiIEdt=-IfflxttIPnHIdtngePnAI-Ё (ЁЁ )
"



Лемма 3 : Ядро Фейера обладает свойствами :
1)Фпи) неоттщательно и чётĸо на ЕПП )

% для
всех нем -й Ilonltldt =L

для V-SECO.tl ) : ТУДА )dt- в Slonlttdt→о при пах
1) Очевидно из вида ②nlt)

2) Рассмотрим ТРФ для f-1×1=-1 . Тогда g.(x. f)=L ЖЕЖ (см . Лемма 1)

⇒ Gn (Х , f) = 1 V-nEHV.br (х , f) = -III.②A) dt =L

3) Если t.EE 5,173 , то ② A) a-⇐ (Тро при n → о

Лемма 4 : 6.(x.f) - Нх) =
-I SФпи ) (flxtt) - flt)) dt.VE/N

Теорема 1 : Фейера
[ Если ф-ня f-A) C- СЕЛ ,

то и НН) -- Нп )
,
то Gnlxf) flx) на E-ПП]]

Доĸазательство :
1) продолжим Их) периодичесĸи на IR .

НП ) -- Н- м) ⇒ продолжение ECCIR) и

равномерно непрерывно на R : НЕ>о 1-SE (ап) :V-XEIR.V-t-CES.si/flxtt)-fItIKE2)6nlXif)-flx)--.IfPnltI(flttxI-fIx))dt-ffpnltlfflt-xl-flxtdt-SPAIHH.IN-Нх)) dt
71 SEIT127

3) lts.IE/PnltllfH-xI-fIxIldtEE.sfPnItIdtsEz-IfPnltIdt=Ez f. о
4) II.ĸ

« ¥ ,#nlttlflxttl-ftttldtstflxkMIEYfftldt-4MISO.lt/dtf ¥
при ЖМ ,

если N достаточно большое

Итаĸ ,
I Gn (x.f)- f- (х)КЕ при n? N для всех XE.IR

Теорема 2 :

Пусть f- (Х) C-ЯЕПТ и 217-периодичесĸи продолжена на IR . Пусть в ХА R1727%37171%277.112%1"" 1
Доĸазательство :

1
.

Положим ICxofflflxo-ot-flx.to)) .
Заметим

,
что : f- (х) ограничена на IR , т.е lflxllsMV-xe.IR

и НЕ>о 760 ЖЕ (о , 8)⇒ lftxo-tl-flxo.to)КЕН , НЕ>075>0 V-ttfs.io)⇒ tflx.tt)
- f- (Хо-она f-

2. GnНо
, f)- f-(Хо) =

-
Й ) ДА) (flxott) -Пхо)) dt = « #i.A) (flxott) - Ехо))dt-%aAlflxottldtt-I.si/tOnltHlxottIdt-I(flxo-oItflxoto)) - 2 ! ftnltldt =

«

= 511-9⑧A) (flxottl-fkotdldtt.si/Pnltlff(xottI-flxo-o))dt--IItIrtI3-753

3
. IIrlefftnltllflxottl-flxo.io/dtsE9SDnltIdtcfII3IE-sfInlt) tflxottl-flxo-olldtEE.si/OnltIdtcF

⇐ о

IIstss.su?itIlHxottI-fTxolldtE4Msf0nltIdtEznpunzN
Таĸим образом , 16 n (Хо , f) -Пхо)КЕ

,
если ns.N

, где N
- достаточно велиĸо



8. Замкнутость тригонометрической системы

Тригонометриисĸий ми - н - А ĸонечная линейная ĸомбинация ф -ий c-мы

Ж t.co#.siff .
. . .

. ЧП
,

ДР в пр -ве RE-n.nl

Теорема 1 :
Система (A) замĸнута в RC

-т
,
п]

, т.е V-ftx-RE-n.IT и VЕ > о[ Э тригонометриисĸий ми -и Пх ) : 11 flx ) - ТАНКЕ ]
Доĸазательство :
Для V-HNERE-n.nl и VE> о :
1

. Построим нужно- постоянную ф-то fs (х) , что ННХ ) - f-11×111с §
f- (х) интегрируема ⇒ ограничена , т.е ЭМ : НИКMVXE E-ПП]

По ĸритерию Дарбу НЕ >О 1-разбиение - A-Хххх . . .
exn = П т.ч :

ОЕ -Й/ f-A)dx -Ё тĸ Схĸ - хĸ -1)с ЕЕ 418М , где ты хĸ -йхĸ Нх)

Введем нусочно - постоянную ф - то : f. (×) = { 3,11
,

XE Ехо . " ]

Тогда 0£ -7) f-G)dx - _I ff, a)dx < Е , = ↳µ
× E (хĸ -ихĸ], ККТ

Таĸим образом : ННХ) - f-11×1112 = .fi/ffCx)-f1xD2dxE.I/(flx)-felxD(lfIxlIt-IxIl)dxEE2M-I/(fCxI-f1Ix))dx а ЕИ

2
. Построим да) C- С E-ПЛЗ ,

т - ч дG) =ди ) и 11f-Их ) - да)На 43

Модифицируем f-Их) в точĸах разрыва и в т х -П , если fe (П) #71-П)
тĸ

mE.in «iii. "ДЕ - да" fmmy.ms#x-xnIExn.xunXZXk-Ih
Тогда ЁЁ4)да) -fewldx.at/mn--mntsMh
⇒ И" / (да) - f, (х) )

' dx ELM - Mh = 2МИ

Иди) - f-11×1112 а ZnМИ e E% (n - маĸсимально возможное число точеĸ разрыва)
+
за счёт выбора L

3. Уĸажет Т (Х ) - триюном .
ми - н т . что 11 да ) -Т(х)На 43

для дG) C- СЕ-ПП], д C- п )
-
- да ) возьмём ĸаĸПх ) средние Чезаро bncx.gl

С достаточно большим н

Равномерная сходимать средних Gnlx ,g) ĸ дн) на E- П . ПЗ обеспечивает
их сходиметь в среднем ⇒ Ида) -ТИ)На 43

Следствия замĸнутости ТРС в RE-ПЛЗ
1

.
# замĸнута в пр- ве СС-пл] и в пространстве нужно - нет . ор

-ий Ео E-тт) .
2 . A) полĸа в СЕТИ] и в Eo ЕПТ]

3- Система sin .

. .

.si. . . полна в E-осот] и в Ео C-ПОЗ

4
.
Система 2¥ . 9¥

. . .

. ЧЁ полна в Ео [от] и в ЕОЕП , ОЗ

Доĸазательство 3 :
] f-ЖЕ Ео[от] ортоюнальна всем ф -нет 3 ⇒ в fflxlsinffdx-o.VN c-И

Положим f- (х) нечетным образом на ЕП ,
о] И

,
если нужно , Но ) = 0.

Тогда fflx) sinffdx-o-n-wu.ITНА %fdx-0.tn --ЛИЦ (в силу нечетĸости flx))
⇒ f- (х) C- Ео E-пр ] ортогональна (А) и в силу её полноты f-1×1=0 .



5- Для tfNEREM.MS равенство Параван :
{+Ё (а4+6%1=71/74×1dx

6. ТРФ V flx)ERC-ПП ] сходится ĸ flx ) в среднем
7. ТРФ V flx)ERE-ПП ] можно почленно интегрировать по E- ты] или части .

8 .
Если f- (х) , да ) C- Ео Еп ,

то имеют одинан . рядыФурье ⇒ f- (х ) =да )
9. ЕСЛИ ТРФ flx ) C- Ео E-ПТЗ сх - не равномерно на ЕП, П) или [а , в ]с E-ПЛЗ⇒
ТРФ сходится именно ĸ Нх)

Доĸазательство 9 :

Sn (x. f) ⇒ д (х) ⇒ И Sn (x. f)-дни→ О . В силу 6 И Sn (x. f) - f- (х) 11→ о ⇒

⇒ И f- (х ) -дни →о ⇒ f-(х) =ди )
10

. Теорема Вейерштрасса
[ Для V непрерывной на [а , в] ф- ни Нх ) и НЕ>о ЭРЫ) : Iflx) -РИКЕ V х c- [a. в s ]
Доĸазательство :

X = at
в
t ⇒ f- (х) = f- (а +

в t) =да) , где glt) C- С Сап]

Продолжим да ) четным образом на E- П . 03 : дНЕ С E-ПЛЗ , ДСП) --ди)
Возьмем Пх) = впн ,g) с большим n : lglt) - ТНК 42 НЕ E-ПР)

Разложим ТСХ ) в ряд Тейлора ( сходится при ЕР) и выберем его частичную
сумму Qn (t) : ТЫ - Qnlt)КЕК ,

ttE E-ПП ]
⇒ Iglt) - Qn A)КЕК НЕ ЕПТ ] ⇒ (Нх) - Qn(Дж - a ))НЕ НЕ Са , в]
РАК Qn((х-a)Да ,) - многочлен



9. Простейшие условия равномерной сходимости ТРФ

f- ( х) имеет на [ a, в] нужно- непрерывную производную , если :
° 3- f ' (х )ЕС (а ,

в ) ĸроме , быть может , ĸонечного числа точеĸ
ХКЕ (а

, в ) , в ĸоторых 3- f- '(Хĸ-10)
° 77 ' (а -10 ) и f- ' (в -a)

Считаем
,
что в хĸ : f- ' (хĸ ) =L (f '(Хĸ -10) tf

'

(хĸ - о))

Теорема 1 :
f-(Х)ЕСС-ППЗ , fl-т) =Нп) и Нх ) имеет ĸусочĸа-непрерывную производную
на ЕП , то . Тогда ТРФ для f-(х ) сходится ĸ Нх ) равномерно на C-т.п]| абсолютно , те 11¥ ( (анютины sinnxl) равномерно сняла НПЗ }

A)
Доĸазательство:
Рассмотрим : dn = # -ТАК ) cosnxdx

, рт -
ТАК ) sinnxdx

Если на Хас
. . .

< Хт-1 - таĸи разрыва f- '(х) , Хо= -П , Хт
-

-П

Лп = #£
,
II. fcosnxdf (×) = # [ ( f-Ниĸом хĸ - f- (хĸ-лыжи -itnffsinnxdx ) _-

= ¥ # fflxlsinnxdx-lflxdcosnxe-flxolwsnxo-flxdcosnxr-flxdcosnxs.to .
+ flxmlcosnxm - f- (хт-1) Санĸт- 1) = пвп - f-(a)сот -1 f-Страны = Пвп

Аналогично : pn = - nan
Получим : Ёнant-bnA-E.FI#fEGknRafiIpnHInI---
II. (КЛАРК) +Ё # < о

← сх-и в силу нер
- ва Весселя

⇒ сходится и ряд II. ( (anltlbn ) ) по пр - ĸу Вейерштрасса
⇒ сх-и ряд A) ⇒ трф сходится равномерно и разлагают ф

-ни Нх)

Теорема 2 : (ношенное динар -не ТРФ)
Пусть f-(х) , f- ' (х) , _ . . Рт ' (х ) C- СЕНТ ] и f- '" (- т ) = f- (" (п )

,

К = ОТ
Пусть ftm ' (х ) имеет нужно- нспр . производную на C-ПП] .|
Тогда ТРФ для f-а ) можно т ĸаз дифф-ть на E-ПП] .

]
Доĸазательство :
f-(х )= #+ Ё (ancosnxtbnsinnx )
f- '" (х)и Ё пĸ ( ап со (пх-E) + bnsinlnx -¥) )

,
ĸ =Т (А)

хп = t.IIEYxlcosnxdx.pn-I.INT/sinnxdx
Проведем т-11 раз интегр. по частям : ldnltlfnl-nmtflar.lt/bnl)
⇒ E.nmllanttlbnl) = Ё

,
(77+177) ах

Этот ряд мажорирует (*) ⇒ G)ах , ĸ-т ⇒ f- ("(х) = (*) ⇒
ношенное динар

- не возможно



Теорема 3 ( оценĸа сĸорости сх - ти ТРФ)
Пусть выполнены все условия теоремы1

f-(Х)ЕСС-ПП ) , fl-т) =Нп) и Ах ) имеет ĸусочĸа-непрерывную производную на ЕП , то .[
Тоща справедлива оценĸа : Isn (x.f) - f- (х) I E 97 ,

НАЕПП]
, где это при n→х

]
Доĸазательство :
Нер - во Коми Буненовсĸоо : Ё kndnkfn.EC:)

"
(Ё Ай)"

N→х : [ lcndnl E (Ёй)" (Ё d :)
"

Isn (x. f) -Нх) 1=1Ёшĸи вĸ sin нх)({Ё,ранив ĸ 1) =Ё ,

( 77 +ЦДК
⇐ ( (ЁМКИЕ")КЕК)"# III. Н "

Нер - во Бесила

ЁЁ .EE/dxsEi.EI7--iY =L
Й в силу монотонного убывания ф

- ни ¥2 На (о ,
+ х)

⇒ lsn (x.f) - f- (х)К Да 7ХЕ E-ПП]



10. Уточнение условий сходимости ТРФ (принцип лоĸализации)

Рассмотрим FIX.tl = f- (xttlglt) , где :

- flt) - м- периодичесĸая ф -ля и f-HIERL-ПЛЗ
- да) E R E-ПП ]

Лемма 1 : 1) Их) = IFIX.tl dt ЕСС-ПП ] (и на R)

2) anlx) = t.IT Flxitlcosntidt
,
вы =L fflxitlsinntdt равномерно

стремятся ĸ нулю на ЕП ,
П ]

Доĸазательство :

1) Ilxth ) - ты = Др ( f- (xth.it/-flxttDgltIdtIIlXthl-IIxIlEM-ISIflxthttI-flxtt)Idt--M.fflfltthl-flttldtlgHERE-n.rs⇒ glt.sn
Выберем Пх) : llflt) - ТНК - ТИНА -ТАН

"

dt а ЕЙ
⇒ Нен - во Коми-буняĸованого : .IS/fItI-TItIIdtEllfltI-TItIh-F £

-Й ) tfltthl-fltlldte.IS/fltthl-TItthlldttIlTlt-hl-TltIIdtt.IIlTItI - flt) ) а
< ЗЕТ МЁДОМ

: lhks в силу равн . нет - титана К < Им

⇒ ( [(xth) - I (х) ) e M - ЕТ = Е
← неотрии . слагаемые

-2) Нер- во Параваля : aif-n.la:ни вИх)) = # ff4x.tt 1*1

anlxl
,
вы (х) и f# (x.tldt-nffrlxttlgt.lt/dt непрерывен по ХЕЕП

,
П]

По признаĸу Диĸи ряд в (A) сходится равномерно
на ЕП

, П] .
Т.е anlx)

,
вы A)В 0 на ЕП , П]

Ленина 2 : 4840,17) и V ĸонстанты А справедливы :
° Sn (х , f) = -85 f- (xtt )Dnltldtt rnlx ) , где rnlx) 70
о Sn (x. f) - f- (х) = - 85 (flxtt) - f- (х ) ) Dnltldt + Rnlx ) , где Rn (х ) 10
° Sn (хо

,
f) - А = - 81 ( f- (xott ) - A)Dnltldt -1 Бы

, где Й → о

Доĸазательство :
° Sn (x. f) = .it/flxttIDnltIdt=.sfflxttIDnAIdttss,f*flxtt)2t-sin(n- 1) tdt =
= - § fflxtttonltldt-rr.lt)

тогда rnlxt-f.fi/fIxttIgltlsinfn+IIdt.rgegHI=foFtIs:[§" " ER Еп , п]
⇒ rnlxt-fffflx-tlgltlcostsinntdttf.li/flxttIgHIsintzcosntdt ⇒ о (полемиĸу
при их на E-П . П ]

° snlx.tl - f- (х) = -I I ( flxtt) - flx))ДА)dt = - fftflx-tl-flxllonltldttrnw-flxlsf.tt)dt
МАВО " lftxlssu.net/dtfsMff.If1.gttIsinlnt1ItdtIFo (⇒она Епт)
Теорема 1 (принцип лоĸализации Римана) :
Сходимостирасходимать ТРФ f- (х) ( f-ШЕИХ)) в точĸе (ми - ве зависит[
тольĸо от поведения Нх) в сĸоль угодно малой оĸр -ти этой точĸи

]
Теорема2 ( уточненный принцип лоĸализации Римана)
Если 217 - периодичесĸая flxlc-RE-n.nl тождественно равна нулю на [a.вĸЕПТ](
то для V достаточно малого во Snlx f)в f-НЕО на [ats , в-83

]



10. Уточнение условий сходимости ТРФ (ĸлассы гёльдера)

f-НЕССА
,
в 3

. Модуль непр-ти WIS
, f) = × .LI?aa.es.w..stflx+tI-fWlV-Sso

Свойства wls , f) :
• точная верхняя грань достигается (т -Ма Вейерштрасса)
• ЕСЛИ SК 52⇒ W( 51 , f) E И 82

, f)
° 8→ 0+0 : w ( S , f)→ 0 (т -Ма Кантора)
° f- (х) дисрср -Ма и f- ' (х ) ограничена ,

то с M >о : w ( 8 , f)EMS , в>0

(т- ма Лагранжа : flxtt) - f-(х) = f ' (g)t⇒ Iflxtt) -ННКMt)

flx) Удовлетворяет условно Гёльдера с поĸазателем 610,1]
На Еа

,
в]

,
если с неĸоторой М >о : w (8, f) E МЫ , ts>О

Обозначение : f-ЖЕ СЧА
,
в]

Замечание : 1 . f-G) C- Сл [a
,
в] : lflxtt)- f-G) / E Mltld , V-x.xtt.EC, в]

2. 2=1 : условие Липĸина
3 . М , в C- (О , 1] , м

<22 ⇒ СМ[a. в ]с См[а
,
в]

Теорема 1 :
f- (х ) C- С ' С-пр ] , 0411 и f- f-п ) = f-(П ) . Тогда ТРФ Нх) сходится}[ ĸ f-(х) равномерно на E-ПР ]

Доĸазательство :
Продолжим f-(х ) 217 - периодичесĸи на LR . По летие 2 :

Sn (x. f) - flx) =
- § ( (f-(xtt) - f-(х ))Дп A)dtt Rnlt ) , Rnlt ) 70 на E-п, то

t.sllflxttl-flxwnltldtk.si/lfCxtt)-fHIIlDnItIldtEMsfttIGnsi#dt-79.at
(
чётĸая ф - няsin (E) ± # при TE (от] , то t.gs/lflxtt)-fIXI)OnHIdtlEMosftt-tdt--fsd

НЕ >о 78 >о : 284£ ,
3-N : V-NZN.ttХЕЕП ,

» : /Rn G)КЕК - в силу Rncx) о

⇒ lsn (x. f) - f(х)) < Е ИZN КХЕ E-ПП ]

Теорема2 :
] 217- периодичесĸая f-(х )ERE- т.п)

.

Для [а
,
вĸЕПП] : f-НЕСЧА ,

в]
,
049

.[ АНЮ . ¥ ) ТРФ ф-ни Нх ) сходится равномерно ĸ flx ) на [а -15 , в- s] .

]
Доĸазательство :
аналогично теореме1 .

f- (х) удовлетворяет в Хо справа ) слева условно Гёльдера с АНО, 1] , если :

о Э f- (Хо -0) / f- (Хо - о)
о 78> о : lffxott ) - flxotdt-Mtd.tt C- (о , 8) If (Хо-t) - f- (Хо -0111 МН ,

НЕ 10
,
S )

я



Теорема 3 :
] 217- периодичесĸая ф - ня f-Не RE-тип] в Хо : удовл . условию Гёльдера

{ 777×5=4%1%1,1719, с «А1. тогда ТРФНХ) сходится в ×. )
Доĸазательство :

lflxottl-flxotdl.MF.tt C- 10,51 ) ;# (Хо- t) - Нхо - ОН a- МАМ
,
НЕ f-82,0)

Если M = тах (Мг ,М2 ), D= min 121,22), 5-min (81,82) :
( f- (xott)- flxotdlEMtd.ttC- (о, s) ; lflxo-tl-flxo-dlsmtd.ttEfs, о)
В силу леммы 2 : (Т→ о)
Sn (Хо , f)- f-(х ) = - 8)(f- (xott) - Пхо))ДпA)dt-R-osfflxottla.lt/dtt--s9fIXott)DnCtIdt-osSfCxoto)DnltIdt-

_вSflxo - о)Дни) dtt Бы =
= osf(f-(xott)- f- (xoto))Дпа) dt +-85(f-(xott ) - f-(хохо))Дпа)dt +Бы

| f)(flx.tt ) - flxotopattldtk.YMtaandsf.tt/dt=G" n»

/:/(Hxott) - Нхо-d)ОНИНЕ.si/MItId2f#,e2!fta-'dt=fsd
Й→ °

VE >о 7870 : G- 84 Ez J-N.tn?N:IRKEz,V-nzN:lSnlxo.fl-fCxol/sE



11. Интеграл Фурье

[ Рассмотрим Нх) на IR ,
f-(х) E R ([a , в]) , 76,83с R и%) tflxlldx -сия

f- (х ) C- 11 (Т)

Ф-не Ну) Биле "Ydx - преобразование Фурье ф -ни f-A)

СЕТЕЙ . тогда : :{ggj.gg?noeIonreseuensw4-
ĸ

)
Доĸазательство :
1) lflxleixyl-lf.IN ⇒ Ily ) определена для tyEIR и ТАК ) e

"Ydx

равномерно сходится на IR (т-Ма Вейергитрасса )
2) Inly) fflxleixudx ⇒ I Inlyoth ) - Inlyo ) / E

-
й flflxlllei"У""- eix Yoldx =

= .it/flxIl.IeiIY(eixh-dIdxsEleit-1ls2lsinElsttBs-nfHxIllxhld1
⇐ nh.in/lflxlldxsnh-Iflflxldx--7Inly)EClIR) для ĸаждого ĸ
Inly )в#g)⇒ Ну)ECCR)

3) НЕ> о ЭА> о : #atflxldxs§ ⇒ НЫНЕ fflxlei"dxt-EV-yEIRV-y.IR
Рассмотрим разбиение E-А,А ) :

- А =хосмс
. . .

< Xn -А , для ĸоторого верхняя

сумма Дарбу s :

oss-fnfflxldxes-Hxtfi.EE!?»
.
«⇒

Мĸ НЕДР ⇒ E.#Аллах
-

#f НИХ) -flxlldx =
.
II (felx ) -Нх))dx = S - _atfflxldxс £

Тогда t.at/fweixYdx/sfff-cxleiYdxf-.aflf1lxI-fIxldxs/.Mkxi fe"Ydxft ЕЕ
a-ЁМИ / eini-EEGE.IMĸидс ЗЕ ,

если ЦĸЕЁ
,

МЫ

⇒ t таĸого у Ifly)КЕ

Следствие :

{ теорема справедлива для ĸошĸуИсинус преобразований )Ну)-1%1-1×1cosxydx и ВСЯ Ifflxlsinxydx

Таĸим образом линейное отображение Нх )↳Ну) йАне"dx ĸорреĸтно
определено на ИСК)



Разложением ф -ни НИ в интеграл Фурье называют несобственнпй интеграл :
⇐ v. р . ffiyle - "Ydx :-# III. Ные"Ydx

Теорема 2 :
f-(х )C- НИК) и вXER Нх) удовлетворяет условию Гёльдера справа и слева

( "¥1271177722727.31:[же винтиĸами )
Доĸазательство :
1) АЛЕСИК) ⇒ То : -Де""Нуну = -Де "УИНа ) e

"Улиdy
Ну ) сходится равномерно:
V- Е> о ЭАо > о : V-AZAouV-yel-t.li/IffluleiuYdu--afflu)eiu9dufcEE
⇒ I# le -"УПА dy -Т -де""

. .it/fIuIeiuYdudyfe3#Ee--E
⇒ I# e-

"У ifyldy - t.afflul.ie -Ци -" dyduКЕ tA-Ао
⇒ #БАШНЕ""

-"dydu-L.ISe- "УАллу - сх-и

2) Квн -"dy = ЁжиĸиИ -х
д . fflyk-idy-f.io/fIuIsinlIdu=f.Iffcx+ttsinftdt
3) t.ISflxtt) sinftdt-ffktdtflx-o-fisinftdt-ffsihftdt.IS=
= #Янинsinftdt-fk.IT#dt-fCff3/sinftdt=--ffffflxtt) -Нно)) s.in#dttf.jflflxttI-flx-ol)sinftdt (A)
Для 60 : f-[Инна - f-1×+0))sinftdt-ffffflx-H-flxtopsinftdtt-ffflfffs.in#dt- 74¥[fsintdt = НПТЗ

«+-• Рассмотрим 52 : да) =%!#Ж ,
↳ б

, gltk-L.HR) ⇒ «→ о
ОН s

• Рассмотрим I3 {/ sinftdt-jffsigns-ds-ot.to
• Рассмотрим IL : ftp./(fIxttI-fIxtd)sinftdtsfffIfIxttI-fIxtdIfdts
(Гёльдер) ⇐ ДУМАЮ#26
Значит

,
если выбрать s>о : ДТП G и уĸазать % , при 7270 : Каĸ§, 1БК£

⇒ модуль первого слаженного G) e E . Аналогично второе.

Замечание : Интегральная форма Фурье
£ (f-(но) tflx- d)=#%(а (a)Ших + в(a) sinих )ли , где alut-J-shossuds.lu/--Jffcs)sinsuds



f-И задана на IR и на ĸаждом E- 1.1 ] допусĸается разложение в ТРФ:

f-A) = ¥ +Ё(ancosnfxtbnsinnfxf-fe.efflslds-I.IEЖЕ fflslostfsds-fsinnfx.fffylsinnfs.de ) =
= t.efflslds-EI.ee/HsIosEIs-xIds--IIeffHsIaosECs-xIds
Частичная сумма : Ё Зе

-вНЦ )со[Ц-х )dg и 12= ли |%= Тп . E- ¥ : Ё #и ЯНЫ со Див -х)ds
Коэффценты Не разбивают E-1,6 на частидлиной £ : -С- ltfe -АН . .

.cl-£1
Поэтому это интегральная сумма :

- в/ #
-
f)f-G)Саид- х)dsdи

При 17 ⇒лжи : Ах)= #Ти НЦ) сонG-х)dx =
= #%(а (a) сиих + в(a) sinих )ли , где alut-J-ghossuds.lu/--Iffcs)sinsuds
→

Интегральная формула Фурье


